
XXII вiдкрита Всеукраїнська комплексна олiмпiада з математики,
фiзики та iнформатики «Турнiр Чемпiонiв»

Юнiорська лiга
Математика. Розв’язання задач

1. Довести, що для довiльного дiйсного x виконується рiвнiсть
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(тут [x] це найбiльше цiле число, яке не перевищує x .)

Розв’язання. Нехай x = a+α, де a цiле, а α ∈ [0,1) дробова частина числа x . Позна-
чимо через S(x) i T (x) вiдповiдно лiву i праву частини рiвностi, що доводиться. Розглянемо
три випадки.
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�
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3

�

. Тодi

S(x) = a+ a+ a = 3a;

T (x) = [3(a+α)] = [3a+ 3α] = 3a+ [3α] = 3a.

2. α ∈
�

1
3 ; 2
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. Тодi

S(x) = a+ a+ (a+ 1) = 3a+ 1;

T (x) = [3(a+α)] = [3a+ 3α] = 3a+ [3α] = 3a+ 1.

3. α ∈
�

2
3 ; 1

�

. Тодi

S(x) = a+ (a+ 1) + (a+ 1) = 3a+ 2;

T (x) = [3(a+α)] = [3a+ 3α] = 3a+ [3α] = 3a+ 2.

Як бачимо, в кожному з цих випадкiв S(x) = T (x), що i треба було довести.

2. На площинi дано чотири точки: A(0; 0), B(2015; 2015), C(0; 2015), D(−2015; 0). Знайти усi
такi пари цiлих чисел (b; c), для яких графiк квадратного тричлена y = x2 + bx + c перетинає
кожну iз прямих AB, BC , C D та DA, причому усi точки перетину мають цiлi координати.

Вiдповiдь. таких пар чисел не iснує.
Розв’язання. Абсциси точок перетину параболи з вказаними прямими є коренями таких

квадратних рiвнянь: x2 + bx + c = 0 (з прямою AD), x2 + bx + (c − 2015) = 0 (з прямою BC),
x2 + (b− 1)x + c = 0 (з прямою AB), x2 + (b− 1)x + (c − 2015) = 0 (з прямою C D). Помiтимо,
що iз отриманих чотирьох рiвнянь хоча б одне має обидва непарних коефiцiєнти.

Доведемо, що квадратне рiвняння x2 + bx + c = 0 не має цiлих коренiв, якщо коефiцiєнти b
та c непарнi. Справдi, нехай x1 та x2 цiлi коренi вказаного рiвняння. Тодi за теоремою
Вiєта x1 + x2 = −b, x1 x2 = c. Якщо припустити, що c непарне, то тодi непарними повиннi
були б бути i числа x1, x2. Проте тодi їхня сума є парною, що суперечить припущенню про
непарнiсть b.

Отже, хоча б одне з чотирьох вказаних рiвнянь має не цiлi коренi, а значить чисел b, c, якi б
задовольняли умову задачi, не iснує.



3. В рiвнобедреному трикутнику ABC (AB = AC) проведено бiсектрису BD (точка D нале-
жить AC). Вiдомо, що BC = BD+ AD. Знайти градусну мiру кута BAC .

Вiдповiдь. 100◦.
Розв’язання. Нехай ∠BAC = α, ∠ABD = ∠DBC = β , ∠ABC = ∠ACB = 2β .
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Проведемо DE паралельно BC (точка E належить AB). Тодi AE = AD, BE = C D, ∠AED =
∠ADE = 2β . Вiдмiтимо точку F на BC так, щоб BF = BD, тодi FC = AD.

Оскiльки ∠EDB = ∠DBC = β , то трикутник BDE рiвнобедрений, DE = BE = C D. Роз-
глянемо трикутники AED i C F D. Вони рiвнi за двома рiвними сторонами i куту мiж ними,
оскiльки DE = C D, AD = FC , ∠ADE = ∠ACB = ∠DC F = 2β . Тодi ∠DFC = ∠BAC = α,
∠DFB = 180◦ −α. Отримуємо два рiвняння для кутiв трикутника C F D i трикутника DFB:

¨

α+ 4β = 180◦,

β + 360◦ − 2α= 180◦.

Розв’язавши цю систему, знаходимо: β = 20◦, α= 100◦.

4. Дiльник натурального числа назвемо власним, якщо вiн вiдмiнний вiд 1 i самого цього
числа. Натуральне число назвемо гарним, якщо найбiльший власний дiльник цього числа
дорiвнює сумi власного дiльника, другого за величиною i власного дiльника, третього за
величиною. Наприклад, число 18 є гарним, оскiльки 9 (його найбiльший власний дiльник)
дорiвнює сумi чисел 6 (другий власний дiльник за величиною) i 3 (третiй власний дiльник за
величиною). Скiльки iснує гарних чисел, якi не перевищують 1 500 000?

Вiдповiдь. 99 999.
Розв’язання. Нехай N гарне число. Передусiм зауважимо, що N парне. Справдi, у непар-

ного числа всi дiльники непарнi, а сума двох непарних чисел не може дорiвнювати непарному
числу. Тому найменший власний дiльник числа N дорiвнює 2, а найбiльший, вiдповiдно, N

2 .
Якщо, що власнi дiльники числа пронумеровано за зростанням, позначимо через a i b

вiдповiдно другий i третiй власнi дiльники числа N (перший власний дiльник дорiвнює 2).
Тодi повинна виконуватись рiвнiсть
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Отже, a = 3. Тодi 1
b =

1
2 −

1
3 , тобто b = 6.

Це означає, що число N дiлиться на 6, але не дiлиться на 4 та 5. Остання умова означає,
що число N при дiленнi на 60 дає одну iз остач: 6, 18, 42, 54. Таким чином, серед кожних
60-ти послiдовних чисел чотири гарних, за винятком числа 6, яке не є гарним. Тому маємо
4 · 1 500000

60 − 1= 99999 гарних чисел, якi не перевищують пiвтора мiльйони.



5. Усi натуральнi числа пофарбовано у два кольори: чорний i бiлий. Вiдомо, що для довiль-
них двох чисел рiзного кольору їхня сума є чорним числом, а добуток бiлим.

а) Якого кольору може бути добуток двох бiлих чисел?
б) Знайти усi розфарбування чисел, якi задовольняють умову задачi.

Розв’язання. а) Припустимо, що числа m i n бiлого кольору. Доведемо, що число mn також
бiлого кольору. Розглянемо деяке число k чорного кольору. Тодi число m+ k також чорне, а
число (m+ k)n = mn+ kn бiле. Якщо припустити, що mn чорного кольору, то сума mn+ kn
повинна була б бути чорною, як сума рiзнокольорових чисел (kn бiле як добуток чисел
рiзного кольору). Одержана суперечнiсть i доводить, що добуток mn не може бути чорним, а
отже вiн є бiлим.

б) Таким чином, з умови задачi i доведеного в п. а) випливає, що якщо хоча б один з
множникiв добутку двох чисел є бiлим, то i весь добуток є бiлим числом.

Нехай a найменше бiле число. Тодi за доведеним вище числа виду k · a (k ∈ N) також є
бiлими. Доведемо, що iнших бiлих чисел немає. Розглянемо довiльне число n, яке не дiлиться
на a. Подамо його у виглядi n= p · a+ r, де 0< r < a. Оскiльки r < a, то r чорне, а p · a
бiле. Тодi n є чорним числом (як сума двох чисел рiзного кольору).

Легко перевiряється, що розфарбування чисел, якi дiляться на a (a довiльне фiксоване на-
туральне число, бiльше 1), в бiлий колiр, а чисел, якi не дiляться на a в чорний, задовольняє
умову задачi.


