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Математика. Розв’язання задач
Старша лiга

1. Знайдiть всi невiд’ємнi коренi рiвняння:
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Розв’язання. Оскiльки x ¾ 0, то рiвняння можна переписати у виглядi
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Розклавши на множники лiву частину, отримаємо:
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Помножимо обидвi частини на додатнiй вираз
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x . Отримуємо рiвняння,
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звiдки
p

x + 2= 2
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x + 1. Пiднесемо обидвi частини до квадрату:

x + 2= 4x + 4
p

x2 + x + x + 1,

що рiвносильне 1−4x = 4
p

x2 + x . Тодi 1−4x ¾ 0 (x ¶ 1
4) i пiднiсши знову до квадрату,

знаходимо:
1− 8x + 16x2 = 16x2 + 16x ,

звiдки x = 1
24 .

Вiдповiдь. 1
24 .

Другий спосiб. При x ¾ 0 функцiї y = x , y =
p

x2 + x , y =
p

x2 + 2x , y =
p

x2 + 3x + 2
зростаючi, тому їхня сума теж зростаюча функцiя. Отже, рiвняння має не бiльше
нiж один корiнь. При x = 0 лiва частина перетворюється в

p
2 < 2, при = 1

2 лiва
частина бiльша за 2. Отже, мiж 0 та 1

2 є корiнь. Значення x = 1
24 (знаходимо пiдбором)

задовольняє рiвнянню. Отже, це i є єдиний невiд’ємний корiнь.

2. По колу розташовано 10 пронумерованих фiшок. Знайдiть кiлькiсть пiдмножин
фiшок, в яких є три фiшки, що стоять пiдряд.

Розв’язання. Очевидно, що не пiдходять множини, якi мiстять 1 або 2 фiшки.
Всi множини, якi мiстять 7 або бiльше фiшок, пiдходять. Iнакше має бути принаймнi

4 фрагменти з вибраними фiшками, а тому фiшок не менше 7+ 4= 11. Таких множин
C7

10 + C8
10 + C9

10 + C10
10 = 120+ 45+ 10+ 1= 176.

Якщо в множинi 3 фiшки, то вони повиннi бути послiдовними, починаючи з довiль-
ного iз 10 мiсць. Всього 10 множин.



Якщо в множинi 4 фiшки, то вони можуть: а) йти послiдовно, тодi таких множин
10; б) 3 фiшки разом i одна окремо, тодi починатися трiйка може з будь-якого iз 10
мiсць, а одна фiшка може стояти на будь-якому iз 5 не сусiднiх з ними мiсць. Всього 50
множин. Таким чином, всього є 60 множин, що мiстять рiвно 4 фiшки.

Якщо в множинi 5 фiшок, то вони можуть: а) йти послiдовно, тодi таких множин 10;
б) 4 фiшки разом i 1 окремо, тодi починатися четвiрка може з будь-якого iз 10 мiсць; а
окрема фiшка стоїть на будь-якому iз 4 не сусiднiх мiсць. Отримуємо 40 множин; в) 3
фiшки разом i 2 фiшки разом або окремо, тодi починатися трiйка може з будь-якого
iз 10 мiсць, а 2 фiшки, що залишились, стоять на двох iз 5 не сусiднiх мiсцях C2

5 = 10
способами. Таких множин 100. Таким чином, всього з 5 фiшками є 150 множин.

Якщо в множинi 6 фiшок, то вони можуть: а) йти послiдовно, тодi таких множин
10; б) 5 фiшок разом i 1 окремо, тодi для п’ятiрки 10 варiантiв початку, для окремої
фiшки один iз 3 варiантiв; всього 30 множин; в) 4 фiшки разом i 2 фiшки разом
або окремо, тодi починатися четвiрка може з будь-якого iз 10 мiсць, а 2 фiшки, що
залишилися, стоять на двох iз 4 мiсць C2

4 = 6 способами. Таких множин 60; г) 3
фiшки разом i iще 3 фiшки разом, перша трiйка починається на одному iз 10 мiсць,
друга починається на одному iз 3 мiсць, i трiйки можна помiняти мiсцями. Отримуємо
30 : 2 = 15 множин; д) 3 фiшки разом i 3 не разом (2 i 1 або 3 окремих). Для трiйки 10
варiантiв, для решти C3

5 −3 = 7 способiв (iз 5 мiсць вибираємо 3 для фiшок i вiдкидаємо
3 варiанти, коли вони стоять разом). Отримуємо 70 множин. Таким чином, всього 185
множин з 6 фiшками.

Всiх множин отримуємо 176+ 10+ 60+ 150+ 185= 581.
Вiдповiдь. 581 пiдмножина.

3. Вершина F паралелограма AC EF лежить на сторонi BC паралелограма ABC D.
Вiдомо, що AC = AD та AE = 2C D. Доведiть, що ∠C DE = ∠BEF .
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Розв’язання. Нехай M середина вiдрiзку C F . Оскiльки чотирикутник AC EF
паралелограм, точка M є серединою вiдрiзку AE. Позначимо ∠MAC = ∠M EF = α та
∠ABC = ∠ADC = ∠AC D = β . Так як AM = AE/2 = C D, AMC D рiвнобiчна трапецiя.
З цього отримуємо, що α= ∠MAC = ∠M DC та M D = AC = AD. Окрiм того, оскiльки
MA = C D = AB та ∠ABM = ∠ADC = β , рiвнобедренi трикутники ABM та AC D подi-
бнi, тодi AB

BM =
AC
C D . Трикутники BM E та EM D теж подiбнi за двома пропорцiйними

сторонами i кутом мiж ними, оскiльки ∠BM E = 180◦ − β = 180◦ −∠DMA= ∠EM D i

BM
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=
BM
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Отже,∠BEM = ∠EDM . З цього слiдує, що∠BEF = ∠BEM −α = ∠EDM −α = ∠C DE.
Другий спосiб. Як i в першому розв’язаннi, позначимо точку M та покажемо, що

AMC D рiвнобiчна трапецiя. Вiдкладемо на променi DC вiдрiзок CS = DC = M E.
Оскiльки∠SCB = ∠ABC = β = ∠EMC , то перпендикуляри, проведенi на BC iз точок E
та S, рiвнi. З цього маємо, що SE ‖ BC . Саме тому чотирикутники MSEC та ASED
теж рiвнобiчнi трапецiї. Зокрема, ASED вписана в деяке коло. З iншого боку, оскiльки
вiдрiзки AB та CS паралельнi та рiвнi, то ACSB паралелограм. З цього маємо, що
BS = AC = AD. Отже, DABS теж рiвнобiчна трапецiя. Оскiльки точки A, S та D лежать
на колi, то точка B теж належить цьому колу. Iз вписаного чотирикутника BSED отри-
муємо: ∠SBE = ∠SDE = ∠C DE. Залишилось зазначити, що BSEF паралелограм
(оскiльки BS паралельна та дорiвнює F E), звiдки ∠BEF = ∠SBE = ∠C DE.

4. Знайдiть всi функцiї f : N→ N, якi задовольняють рiвнiсть

f (n) + f (n+ 1) = f (n+ 2) · f (n+ 3)− 2016

при всiх n ∈ N.

Розв’язання. Пiдставимо в дану рiвнiсть замiсть n значення n+ 1 i вiднiмемо цi двi
рiвностi. Отримаємо:

f (n)− f (n+ 2) = f (n+ 3) · ( f (n+ 2)− f (n+ 4)). (?)

Якщо f (1) > f (3), то за iндукцiєю, f (2m− 1) > f (2m+ 1) для всiх m > 0, що дає
нескiнченну спадну послiдовнiсть f (1), f (3), . . . натуральних чисел, що неможливо.
Тому, f (1)¶ f (3). Аналогiчно, f (n)¶ f (n+ 2) для всiх натуральних n.

Тепер зазначимо, що

0= 2016+ f (n) + f (n+ 1)− f (n+ 2) · f (n+ 3)¶
¶ 2016+ f (n+ 2) + f (n+ 3)− f (n+ 2) · f (n+ 3) =
= 2017− ( f (n+ 2)− 1)( f (n+ 3)− 1).

Це означає, що для кожного n справджується хоча б одне з спiввiдношень f (n+ 2) = 1,
f (n+ 3) = 1, f (n+ 3)¶ 2017 або f (n+ 2)¶ 2017.

Iз (?) слiдує, що числа f (2m + 1) − f (2m − 1) або всi дорiвнюють нулевi, або всi
додатнi. Аналогiчно для чисел f (2m+ 2)− f (2m).

Якщо припустити, що додатними є всi рiзницi як з парними, так i з непарними
значеннями аргументу, то, зрештою, починаючи з певного n, числа f (n+2) та f (n+3)
перевищать 2017, що приводить до протирiччя.

Залишаються три випадки:
1) Якщо всi рiзницi виду f (n+2)− f (n) дорiвнюють нулю (тобто для кожного m ∈ N

f (2m) = a, f (2m− 1) = b), то рiвнiсть, яку задано в умовi задачi, набуває виду:

( f (2m)− 1)( f (2m− 1)− 1) = (a− 1)(b− 1) = 2017.

Тодi або f (2m) = 2 i f (2m− 1) = 2018, або f (2m) = 2018 i f (2m− 1) = 2 (адже 2017
просте число).

2) Якщо f стала для непарних значень аргументу ( f (2m− 1) = c для всiх m ∈ N), а
f (2m) набуває рiзних значень при рiзних значеннях m, то f (2m− 1) = 1 для всiх m i
рiвнiсть з умови задачi набуває виду

f (2m+ 2) = f (2m) + 2017,



тобто f (2m) = 2017(m− 1) + A, де A= f (2) натуральне.
3) Аналогiчно, якщо f (2m) = c для всiх m ∈ N, а f (2m− 1) набуває рiзних значень

при рiзних значеннях m, то f (2m) = 1 i рiвнiсть з умови задачi набуває виду

f (2m− 1) = 2017(m− 1) + A,

де A= f (1) натуральне.

Вiдповiдь. 1) f (n) =

¨

2, якщо n парне (непарне),

2018, якщо n непарне (парне).

2) f (n) =

¨

1, якщо n= 2m− 1, m ∈ N,
2017(m− 1) + A, якщо n= 2m, m ∈ N; A∈ N.

3) f (n) =

¨

1, якщо n= 2m, m ∈ N,
2017(m− 1) + A, якщо n= 2m− 1, m ∈ N; A∈ N.

5. Нехай m та n натуральнi числа. Розглянемо всi пiдмножини множини {1, 2, 3, . . . , n},
враховуючи порожню. Для кожної пiдмножини обчислимо суму її елементiв i остачу
вiд дiлення цiєї суми на m (сумою елементiв порожньої множини назвемо 0). Якщо
виявиться, що кiлькiсть пiдмножин, для яких знайдена остача дорiвнює k, однакова
для всiх k ∈ {0, 1, . . . , m− 1}, то пару (m, n) назвемо збалансованою. Доведiть, що:

1) якщо пара (m, n) збалансована, то m= 2l , де l цiле невiд’ємне число;
2) якщо m = 2l , де l цiле невiд’ємне число, то знайдеться натуральне число n0,

таке, що при всiх натуральних n> n0 пари (m, n) будуть збалансованими.

Розв’язання. 1) Розглянемо групу пiдмножин з сумами елементiв, що дають остачу
0 при дiленнi на m, групу пiдмножин з сумами елементiв, що дають остачу 1 при дiлен-
нi на m, i т. д. Оскiльки пара (m, n) за умовою збалансована, то кiлькiсть пiдмножин
в кожнiй групi однакова. Нехай кожна iз розглядуваних m груп мiстить по x пiдмно-
жин. Тодi загальна кiлькiсть розглядуваних пiдмножин дорiвнює m · x . Але кiлькiсть
пiдмножин у множинi {1, 2,3, ..., n} дорiвнює 2n. Отже, m · x = 2n, з цього i отримуємо,
що m= 2l , де l цiле невiд’ємне число.

2) Зазначимо, що при l = 0 всi числа дають остачу 0 при дiленнi на m = 1, тобто
для будь-якого n всi пiдмножини множини {1,2, . . . , n} попадуть в одну групу з k = 0.
Нехай l ¾ 1. Доведемо, що необхiдна властивiсть виконується при всiх натуральних
n> m

2 = 2l−1.
Для кожної пiдмножини в множинi чисел {1,2, ..., n} будемо розглядати вираз, що

дорiвнює сумi елементiв цiєї пiдмножини. Додамо в цю суму два нульових доданки
значення суми не змiниться. Порожнiй множинi вiдповiдає сума нуль, записана як
0 + 0. Перегрупуємо доданки для кожної суми, подiливши їх на двi частини: A та
B. В частину A увiйде 0 та всi степенi двiйки до 2l−1, якi є в данiй сумi. В частину
B увiйде 0 та всi iншi доданки, якi були в данiй сумi i не увiйшли в A. Наприклад,
при m = 23 суму C = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 8 + 10 ми розпишемо як C = A+ B, де
A= 0+ 1+ 2+ 4, а B = 0+ 3+ 5+ 8+ 10. Розглянемо всi суми з фiксованою частиною
B (з точнiстю до доданкiв, якi потрапляють в B). Їхня кiлькiсть дорiвнює 2l . Справдi,
в частинi A є доданки 20, 21, ..., 2l−1, перед кожним iз яких стоїть коефiцiєнт 1 або 0.
Всього 2 · 2 · ... · 2

︸ ︷︷ ︸

l

= 2l варiантiв.

Покажемо, що при фiксованiй частинi B суми з рiзною частиною A дають рiзнi остачi
при дiленнi на m= 2l . Дiйсно, в частину A можуть входити всi рiзнi числа, меншi, за



2l фактично записанi в двiйковiй системi числення. Тому вони дають всi можливi
остачi (рiзнi числа рiзнi остачi) при дiленнi на m = 2l . Однак, ми розглядаємо суми з
фiксованою частиною B. Тодi i нашi суми виду A+B дають всi можливi остачi вiд дiлення
на m = 2l (рiзнi суми рiзнi остачi). Отже, при кожнiй фiксованiй частинi B кожна
остача зустрiчається тiльки в однiй сумi елементiв розглядуваних пiдмножин (при
якомусь одному значеннi частини A). Тодi кiлькiсть пiдмножин з сумами елементiв,
якi дають остачу k при дiленнi на m= 2l , дорiвнює кiлькостi варiантiв для частини B
(при розглядуваному n) i не залежить вiд k. Твердження доведено.


