
XXVI ВiДКРИТА ВСЕУКРАЇНСЬКА КОМПЛЕКСНА ОЛiМПiАДА
З МАТЕМАТИКИ, ФiЗИКИ ТА iНФОРМАТИКИ ,,ТУРНiР ЧЕМПiОНiВ“

МАТЕМАТИКА. РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧ
Старша лiга

1. Нехай f1(x), f2(x), f3(x)—попарно рiзнi зведенi квадратнi тричлени
(тобто їх старшi коефiцiєнти дорiвнюють 1) з додатними дискримiнантами.
Яку найбiльшу кiлькiсть коренiв може мати рiвняння

(f1 · f2)
2 + (f2 · f3)

2 + (f3 · f1)
2 = 0?

Розв’язання. Рiвняння зводиться до системи
f1 · f2 = 0,
f2 · f3 = 0,
f3 · f1 = 0.

Припустимо, що задане рiвняння має хоча б 4 коренi. Тодi цi коренi будуть
коренями кожного рiвняння системи. Нехай f1 = (x − x1)(x − x2), f2 =
(x −x3)(x −x4). Тодi числа x1, x2, x3, x4 —коренi першого рiвняння системи,
а тому вони попарно рiзнi, i саме вони є коренями заданого рiвняння. Так
як f2 · f3 = 0, то x1 та x2 будуть коренями f3, тобто f1 та f3 cпiвпадають, що
суперечить умовi.
Наведемо приклад на три коренi: f1 = x2 − 3x + 2 = (x − 1)(x − 2),

f2 = x2 − 4x + 3 = (x − 1)(x − 3), f3 = x2 − 5x + 6 = (x − 2)(x − 3). Коренями
є числа 1, 2, 3.
Вiдповiдь. 3.

2. Чотирикутник ABCD вписано в коло i довжини сторiн BC та DC рiвнi,
а довжина сторони AB дорiвнює довжинi дiагоналi AC. Нехай точка P —
середина дугиCD, що не мiстить точкуA, таQ —точка перетину дiагоналей
AC та BD. Доведiть, что прямi PQ та AB перпендикулярнi.

Розв’язання. Доведемо, що пряма PQ мiстить висоту трикутника AQB,
проведену iз вершиниQ . З цього i буде слiдувати, що вона перпендикулярна
вiдрiзку AB.

З самого початку зазначимо, що трикутник CBQ рiвнобедрений з верши-
ною B. Позначимо величину кута BAC за 2x . Через рiвнiсть сторiн BC та
DC величина кута CAD теж дорiвнює 2x . Кут CAD дорiвнює куту CBD, як
вписанi, що спираються на дугу CD, тому i кут CBD, дорiвнює куту CBQ ,
i теж дорiвнює 2x . В рiвнобедреному трикутнику ABC кути ABC та BCA,
дорiвнюють куту BCQ , i рiвнi по 90◦ − x . Третiй кут CQB трикутника BCQ
тодi дорiвнює 180◦ − 2x − (90◦ − x) = 90◦ − x , тобто дорiвнює куту BCQ .
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Отже, трикутник CBQ рiвнобедрений з
вершиною B. Через те, що P середина дуги
CD, пряма BP є бiсектрисою кута CBQ при
вершинi B рiвнобедреного трикутника та
перпендикулярна його основi CQ . З цього
слiдує, що пряма BP перпендикулярна до
прямої CA, а тому BP —пряма, яка мiстить
висоту трикутника AQB iз вершини B.
У трикутнику QAD ∠QAD = ∠CAD дорiв-

нює куту CBD як вписаний, що спирається
на дугу CD, ∠ADQ = ∠ACB, як вписанi, що
спираються на дугуAB, а ∠AQD = ∠BQC, як
вертикальнi. Тому трикутникQAD подiбний
трикутникуCBQ , а тому теж рiвнобедрений. Пряма AP знову є бiсектрисою
кута при його вершинi i перпендикулярна QD. З цього слiдує, що AP
мiстить висоту трикутника Q , проведену iз вершини A.
Таким чином, точка P буде точкою перетину висот трикутника AQB, а

це означає, що пряма PQ мiстить третю висоту цього треугольника, яка
проведена iз вершиниQ та перпендикулярнаAB, що i потрiбно було довести.

3. Знайдiть всi натуральнi числа n, якi можна подати у виглядi суми
n = x + y + (x ,y) + [x ,y] для деяких натуральних чисел x та y. Тут (x ,y) та
[x ,y] означають найбiльший спiльний дiльник та найменше спiльне кратне
чисел x i y вiдповiдно.

Розв’язання. Якщо числа x та y однiєї парностi, то всi чотири доданки x ,
y, (x ,y), [x ,y] мають однакову парнiсть i їх сума парна. Якщо вони мають
рiзну парнiсть, то число (x ,y) непарне, [x ,y] парне, тому в сумi буде два
парних i два непарних числа, i сума знову буде парною. Кожний доданок
суми не менший за одиницю, а тому вся сума не менша за 4. Це означає,
що вiдповiддю в задачi може бути лише парне число, яке бiльше за 2.

З iншого боку, для довiльного парного n > 2 покладемо x = 1, y = n
2 − 1,

отримаємо (x ,y) = 1 та [x ,y] = y = n
2−1. З цього маємо x+y+(x ,y)+[x ,y] =

n—подається у необхiдному виглядi.
Другий спосiб. Якщо позначити (x ,y) = d, то x = x1d, y = y1d, [x ,y] =

x1y1d, де x1, y1 —взаємно простi, а тому одне iз них обов’язково непарне.
Тодi n = x + y + (x ,y) + [x ,y] = d(1 + x1)(1 + y1), де два останнi множники
не меншi за 2, а один iз них обов’язково парний. Отже, вiдповiддю в задачi
може бути лише парне число, яке бiльше за два. Далi все як в першому
способi розв’язання.
Вiдповiдь. Усi парнi числа, якi бiльшi за 2.



4. Десятковий запис натурального числа N складається лише iз одиниць
та двiйок. Вiдомо, що викреслюванням цифр в цьому числi можна отримати
будь-яке iз 10 000 чисел, якi складаються iз 9999 одиниць та однiєї двiйки.
Знайти найменшу можливу кiлькiсть цифр у записi числа N .

Розв’язання. Приклад. Число 1 . . . 1︸︷︷︸
99

2 1 . . . 1︸︷︷︸
100

2 . . . 2 1 . . . 1︸︷︷︸
100

2 1 . . . 1︸︷︷︸
99︸                                           ︷︷                                           ︸

100 двiйок

(на по-

чатку та в кiнцi— по 99 одиниць, мiж сусiднiми двiйками—по 100 одиниць).
Число iз 9999 одиниць та двiйок, де перед двiйкою стоїть 100m +n одиниць
(0 6 m,n 6 99) отримується викреслюванням усiх двiйок, крiм (m + 1)-єї,
99 −n одиниць перед нею та n одиниць за нею. Усього число мiстить 10 198
цифр.
Оцiнка. Помiтимо, що в числi N немає двох двiйок, розташованих по-

спiль— iнакше його можна вкоротити, викреслюванням однiєї iз цих двiйок.
Нехай число N мiстить k двiйок, перед першою двiйкою йдуть a0 одиниць,
мiж першою та другою— a1 одиниць, . . . , посля останньої двiйки— ak
одиниць. Покладемо s = a0 + . . . + ak . Для отримання числа, у якого перед
двiйкою одна одиниця, нам необхiдно викреслити не менше a0 − 1 одиницi.
Тому число s − (a0 − 1) повинно бути не менше 9999, тобто s − a0 > 9998.
Для отримання числа, у якого перед двiйкою a0 + 1 одиниця, вимушенi
викрислити першу двiйку i не менше a1 − 1 одиницi. З цього отримуємо
нерiвнiсть s − a1 > 9998. Для отримання числа, у якого перед двiйкою
a0 + a1 + 1 одиниця, вимушенi будемо викреслити двi перших двiйки i не
менше a2−1 одиниць, з чого отримуємо нерiвнiсть s−a2 > 9998. Мiркуючи
аналогiчно, отримуємо, що нерiвнiсть s − ai > 9998 виконується при всiх i
вiд 0 до k − 1; крiм того, для отримання числа, в якому двiйка записана
останньою, необхiдно, щоб s − ak > 9999. Додавши всi цi нерiвностi,
отримуємо нерiвнiсть (k + 1)s − s > 9998(k + 1)+ 1, тодi ks > 9998(k + 1),
s > 9998 + 9998

k . Оскiльки в шуканому числi iще i k двiйок, то кiлькiсть
цифр в нього бiльша, нiж 9998 + 9998

k + k > 9998 + 2
√
9998 > 10 197, що

i потрiбно було довести.
Вiдповiдь. 10 198.

5. Нехай дано натуральне число n > 2. Розглянемо вектори
−−−→
OA1,

−−−→
OA2,. . . ,

−−−→
OAn, де точка O —початок координат, а точки A1, A2, . . . , An —вершини
правильногоn-кутника, вписаного в одиничне коло з центром в точцiO (при
n = 2 n-кутник вироджується у вiдрiзок). Будемо розглядати непорожнi на-
бори рiзних векторiв з нульовою сумою (нульовi набори). Назвемо нульовий
набiр найпростiшим, якщо кiнцi векторiв цього набору—це всi вершини
правильного p-кутника, де p—простий дiльник n (при p = 2 p-кутник



вироджується у вiдрiзок). Чи правда, що для довiльного n > 2 довiльний
нульовий набiр, який не є найпростiшим, можна подати у виглядi об’єднання
декiлькох найпростiших нульових наборiв, якi не перетинаються?

O
A1

A6
A7

A13

A16

A19

A25
A26

Розв’язання. Доведемо, що у виглядi вка-
заного в умовi об’єднання нульовий набiр по-
дається не завжди. Розглянемо n = 30. Про-
стi дiльники числа 30—це 2, 3, 5. Побудує-
мо нульовий набiр наступним чином. Нехай
дано правильний 30-кутник A1A2 . . .A30,
вписаний в одиничне коло з центром в точцi
O . Розглянемо нульовий набiр векторiв з кiн-
цями у вершинах правильного пятикутника:
−−−→
OA1,

−−−→
OA7,

−−−−→
OA13,

−−−−→
OA19,

−−−−→
OA25. Розглянемо та-

кож нульовий набiр векторiв з кiнцями у
вершинах правильного трикутника:

−−−→
OA6,

−−−−→
OA16,

−−−−→
OA26. I на кiнець, розглянемо нульо-

вий набiр iз двох протилежних векторiв:
−−−→
OA1,

−−−−→
OA16. Помiчаємо, що тодi набiр iз векторiв

−−−→
OA6,

−−−→
OA7,

−−−−→
OA13,

−−−−→
OA19,

−−−−→
OA25,

−−−−→
OA26 є нульовим (див. рисунок).

Справдi,

−−−→
OA6 +

−−−→
OA7 +

−−−−→
OA13 +

−−−−→
OA19 +

−−−−→
OA25 +

−−−−→
OA26 =

(
−−−→
OA1 +

−−−→
OA7 +

−−−−→
OA13 +

−−−−→
OA19 +

−−−−→
OA25) + (

−−−→
OA6 +

−−−−→
OA16 +

−−−−→
OA26) − (

−−−→
OA1 +

−−−−→
OA16) =

®0 + ®0 − ®0 = ®0.

При цьому вiн не є об’єднанням непустих нульових наборiв, якi не пере-
тинаються. Дiйсно, наш набiр мiстить 6 векторiв. Якби його можна було
б подати у виглядi вказаного об’єднання, то це були б набори векторiв з
кiнцями у вершинах правильних пятикутника,трикутника та двохкутника.
Двохкутники неможливi, оскiльки нi для однiєї iз точокA6,A7,A13,A19,A25,
A26 немає протилежної, яка вiдповiдає якомусь вектору iз нашого набору.
Правильнi трикутники теж неможливi. Дiйсно, такий многокутник разом
iз вершиною A6 мiстив би вершину A16, з вершиною A7 мiстив би A17, з
вершиною A13 вершину A23, з вершиною A19 вершину A29, з вершиною
A25 вершину A15, з вершиною A26 вершину A16. Аналогiчно доводиться, що
правильнi пятикутники також неможливi. Отже, ми побудували нульовий
набiр (при n = 30), який не є об’єднанням найпростiших нульових наборiв,
якi не перетинаються.
Вiдповiдь. Неправда.


